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Teza are ca obiect studiul unui sistem de ecuaţii neliniare hiperbolice care
modelează evoluţia sistemului de celule ale unei epiderme normale şi influenţa
unor tratamente medicamentoase administrate ı̂n diverse scopuri. Sistemul
hiperbolic este cuplat astfel cu o problemă bilocală care descrie interacţiunea
ı̂ntre epidermă şi tratament.
Structura tezei este următoarea: ı̂n primul capitol prezentăm pe scurt

modelul cu structură spaţială şi de vârstă al unei epiderme normale propus
ı̂n [27], model ce descrie structura unei epiderme normale formată din patru
tipuri de celule. În capitolul doi pornim de la acest model pe care ı̂l adaptăm
pentru studiul evoluţiei unei epiderme supusă unui tratament medicamentos
ı̂n scopul reglării proceselor de diviziune şi diferenţiere ale celulelor. Obţinem
astfel modelul matematic pentru stratul suprabazal, care constituie problema
principală de care ne vom ocupa. Pentru a determina intrările ı̂n sistemul ce
formează modelul stratului suprabazal, prezentăm ı̂n acest capitol modelul
ı̂n stratul bazal şi obţinem soluţia acestuia. Capitolul mai conţine calculul
vitezei de deplasare a celulelor ı̂n stratul suprabazal şi condiţia de deter-
minare a suprafeţei libere.
În capitolul trei demonstrăm existenţa soluţiei stricte a unei probleme

generice intermediară care apare ı̂n demonstrarea existenţei soluţiei sistemu-
lui de ecuaţii din capitolul patru. Utilizăm aici teoria semigrupurilor de ope-
ratori liniari (Hille-Yosida).
În capitolul patru prezentăm proprietăţile funcţiei U care modelează viteza

celulelor şi demonstrăm existenţa şi unicitatea soluţiei problemei de care ne
ocupăm. Utilizăm aici o procedură de punct fix care se bazează ı̂n esenţă pe
teorema de punct fix a lui Schauder.
În ultimul capitol al lucrării propunem o soluţie numerică a problemei.

Schema numerică propusă are la bază o schemă cu diferenţe care are utilizează
aproximarea caracteristicilor problemelor la limită nonlocale care compun

modelul matematic. Partea finală a capitolului conţine expresiile parametrilor
modelului, estimarea erorii, rezultatele numerice şi interpretarea acestora.
Modelele de populaţii structurate ı̂n funcţie de vârstă, mărime şi structură

spaţială şi-au găsit multe aplicaţii ı̂n biologie. Astfel ı̂n [27], [28], [29], sunt
prezentate şi analizate modele ce descriu structura şi evoluţia celulelor care
compun epiderma. Epiderma este formată din mai multe straturi de celule
epiteliale care suferă un continuu proces de rêınnoire. În [27] se propune un
model staţionar pentru evoluţia unei epiderme normale, neperturbate, model
având structură spaţială şi de vârstă. În pielea normală, proliferarea celulelor
are loc aproape exclusiv ı̂n stratul bazal, unde celulele stem generează celule
proliferante care după câteva cicluri de proliferare ı̂ncetează să se mai dividă,
producând astfel celule neproliferante diferenţiate. Modelul propus ı̂n [27]
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pentru domeniile
¡
0, a+i

¢
× (0, L) , i = 1, 4 cuprinde patru tipuri de celule

(proliferante -1, diferenţiate -2, corneocite -3 şi apoptotice -4).
În cele ce urmează ne referim la modelul cu structura spaţială şi de vârstă

a celulelor pentru evoluţia epidermei suprabazale prezentat ı̂n [27]. Vom
considera o geometrie unidimensională astfel ı̂ncât coordonata carteziană x
este perpendiculară pe suprafaţa plană a epidermei. Variabila x variază de la
x = 0 (stratul suprabazal) până la x = L (sfarşitul stratului corneocitelor).
În epiderma normală proliferarea celulelor are loc ı̂n stratul bazal unde

celulele stem generează celule proliferante. După patru-cinci runde de proli-
ferare, aceste celule ı̂ncetează să se mai dividă, producând astfel celule nepro-
liferante diferenţiate. Celulele diferenţiate sunt ı̂mpinse ı̂n stratul suprabazal
şi se transformă ı̂n celule corneocite printr-un proces de keratinizare. Modelul
cuprinde patru tipuri de celule: celule proliferante, celule diferenţiate, celule
corneocite si celule apoptotice. Celulele apoptotice sunt celulele moarte care
provin din fenomenul de mitoză patologică şi din moartea celulelor prolife-
rante şi diferenţiate datorată unor cauze externe. Aceste tipuri de celule sunt
indexate ı̂n raport cu i = 1, ..., 4. Notăm cu ni (a, x) densitatea ı̂n raport cu
vârsta a ∈

£
0, a+i

¤
a numărului de celule i ı̂n unitatea de volum, la poziţia x.

Vom presupune că toate celulele se deplasează către suprafaţa epidermei cu
aceeaşi viteză pozitivă u (x) .
Noutatea modelului propus ı̂n teză este aceea că modelul este mai complex

prin aceea că se ia ı̂n considerare o acţiune medicamentoasă asupra sistemu-
lui de celule, cu scopul de a acţiona asupra proliferării celulelor proliferante
ı̂n ele ı̂nsele ı̂n stratul suprabazal. Prin acest tratament celulele n1(a, x) nu
mai proliferează pentru o perioadă de viaţă, rămânând inactive şi formând
populaţia notată cu n5 (a, x). Dacă tratamentul ı̂ncetează sau nu este sufi-
cient, celulele n5 (a, x) pot ı̂ncepe să prolifereze la o anumită vârstă, ı̂ntorcân-
du-se iarăşi ı̂n populaţia n1(a, x). O altă situaţie constă ı̂n accelerarea pro-
liferării celulelor proliferante dacă această situaţie este dorită. Notăm cu σ
concentraţia medicamentului şi cu λ1, λ5 ratele de transfer corespunzătoare
transformării celulelor de tipurile 1 şi respectiv 5, ı̂n urma tratamentului.
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2. Modelul matematic
2.1. Modelul matematic pentru stratul suprabazal

În condiţiile prezentate mai sus, modelul care descrie structura epidermei
ı̂n domeniile

¡
0, a+i

¢
× (0, L) , i = 1, 5 este următorul:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂n1
∂a
+ ∂

∂x
(un1) + β1 (a)n1 + μ1 (a, x)n1 + λ1 (σ)n1 − λ5 (σ)n5 = 0,

n1 (0, x) = χ (x)
R a+1
0

βP (a)n1 (a, x) da,

u (0)n1 (a, 0) = S1 (a) ,

(1)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂n2
∂a
+ ∂

∂x
(un2) + β2 (a)n2 + μ2 (a, x)n2 = 0,

n2 (0, x) = r (x)
R a+1
0

β1 (a)n1 (a, x) da,

u (0)n2 (a, 0) = S2 (a) ,

(2)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂n3
∂a
+ ∂

∂x
(un3) + β3 (a)n3 = 0,

n3 (0, x) =
R a+2
0

β2 (a)n2 (a, x) da,

u (0)n3 (a, 0) = 0,

(3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂n4
∂a4
+ ∂

∂x
(un4) + β4 (a4)n4 = 0,

n4 (0, x) =
2P

i=1

R a+i
0

μi (a, x)ni (a, x) dai,

+(2− r (x))
R a+1
0

β1 (a)n1 (a, x) da,

u (0)n4 (a, 0) = 0,

(4)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂n5
∂a
+ ∂

∂x
(un5) + μ5 (a, x)n5 + λ5 (σ)n5 − λ1 (σ)n1 + β5 (a)n5 = 0,

n5 (0, x) = 0,

n5 (a, 0) = 0,

(5)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−d2σ
dx2
= d1 (σ)

R a+1
0

n1 (a) v1 (a) da

+d2 (σ)
R a+2
0

n2 (a) v2 (a) da

+d5 (σ)
R a+5
0

n5 (a) v5 (a) da+ f(x),

σ (0) = σ0,
dσ
dx
(L) + eασ (L) = σL.

(6)
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Ecuaţia (6) descrie acţiunea tratamentului. Presupunem că medicamen-
tul este introdus printr-o relaţie de tip flux sau printr-o condiţie de tip Dirich-
let.
În problema (1)-(6) s-au folosit următoarele notaţii:
βp reprezintă rata de proliferare (fertilitate) a celulelor de tipul 1 care se

transformă tot ı̂n celule de tipul 1;
β1 reprezintă rata de transfer a celulelor proliferante ı̂n celule diferenţiate;
β2 reprezintă rata de tranziţie a celulelor diferenţiate ı̂n celule corneocite;
β3 reprezintă rata de degradare a celulelor corneocite;
β4 reprezintă rata de degradare a celulelor apoptotice ı̂n deşeuri lichide;
β5 reprezintă rata de degradare a celulelor n5;
σ reprezintă concentraţia tratamentului;
di reprezintă rata de absorbţie a medicamentului de către celulele de tip

i, i ∈ {1, 2, 5};
λi reprezintă rata de transformare a celulelor de tipul i ı̂n urma trata-

mentului medicamentos, i ∈ {1, 5}.
Funcţia r reprezintă numărul mediu de celule viabile care rezultă din

procesul de diviziune a celulelor proliferante. În condiţii normale r ≡ 2.
În condiţii patologice, r ∈ [0, 2) . Funcţia χ reprezintă numărul de celule
proliferante care se obţin printr-o diviziune a celulelor proliferante ı̂n ele
ı̂nsele. Dacă r = 2 atunci χ = 0 şi dacă r = 0 atunci χ = 1 sau χ = 2.
Funcţiile μ1, μ2 reprezintă ratele de mortalitate a celulelor proliferante şi

respectiv diferenţiate, datorate unor cauze externe. Funcţiile S1 (a) , S2 (a)
reprezintă fluxul de celule proliferante şi respectiv diferenţiate din stratul
bazal, generat de celulele stem. Presupunem că ı̂n stratul bazal nu avem
intrări de celule de tip 3 şi 4 deci luăm S3 (a) = S4 (a) = 0.
Vom considera că ratele βi, βp depind de vârsta celulelor şi explodează la

a = a+i , i = 1, 5 astfel ı̂ncâtZ a+i

0

βi (a) da = +∞, i = 1, 5, (7)

Z a+1

0

βp (a) da = +∞. (8)

Astfel, vârsta celulelor ni este limitată de o valoare finită a+i , i = 1, 5 şi
densitatea celulelor ni se anulează la a = a+i . Considerăm a+1 = a+5 .

2.4. Modelul ı̂n stratul bazal

În cele ce urmează vom completa modelul (1)-(6) cu un model ce descrie
activitatea celulelor ı̂n stratul bazal. Scopul acestui model este acela de a
obţine expresiile analitice ale funcţiilor S1, S2, S3, S4,S5.
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Aceste funcţii reprezintă intrările ı̂n sistemul (1)-(6) şi modelează acti-
vitatea de producere a celulelor ı̂n stratul bazal.
Funcţiile S1 (a) , S2 (a) reprezintă fluxul celulelor proliferante respectiv

diferenţiate din stratul bazal şi reprezintă intrările ı̂n sistem. Considerăm că
nu avem flux de celule corneocite din stratul bazal, deci S3 (a) = 0.
Făcând abstracţie de structura spaţială a stratului bazal şi urmărind

ideile din [38] putem descrie populaţia de celule prin densităţile de vârstă ale
numărului de celule pe unitatea de suprafaţă. Fiem numărul de cicluri de di-
viziune ale celulelor proliferante, νi (a) densitatea de vârstă a celulelor ı̂n tim-
pul rundei i de diviziune, νD (a) densitatea de vârstă a celulelor diferenţiate
şi νA (a) densitatea de vârstă a celulelor apoptotice. Putem scrie următorul
sistem de ecuaţii: ½

∂ν1
∂a
= −

¡
β1 (a) + μ10 (a)

¢
ν1 (a) ,

ν1 (0) = s,
(9)(

∂ν2
∂a
= −

¡
β1 (a) + μ10 (a)

¢
ν2 (a) ,

ν2 (0) = r0
R a+1
0

β1 (a) ν1 (a) da,
(10)

...(
∂νm−1
∂a

= −
¡
β1 (a) + μ10 (a, t)

¢
νm−1 (a) ,

νm−1 (0) = r0
R a+1
0

β1 (a) νm−2 (a) da,
(11)

(
∂νm
∂a
= −

¡
β1 (a) + η1 (a) + μ10 (a)

¢
νm (a) ,

νm (0) = r0
R a+1
0

β1 (a) νm−1 (a) da,
(12)

(
∂νD
∂a
= −

¡
η2 (a) + μ20 (a)

¢
νD (a) ,

νD (0) = r0 (t)
R a+1
0

β1 (a) νm (a) da,
(13)

⎧⎪⎨⎪⎩
∂νA
∂a
= − (β4 (a) + η4 (a)) νA (a) ,

νA (0) =
Pm

i=1

R a+1
0

¡
μ10 (a) + (2− r0)β1 (a)

¢
νi (a) da

+
R a+2
0

μ20 (a) νD (a) da.

(14)

În formulele de mai sus, s caracterizează fluxul de celule proliferante care
sunt generate de celulele stem, β1 (a) reprezintă viteza de transfer a celulelor
proliferante, μ10, μ20 reprezintă acţiunea distructivă a agentilor externi, η1, η2
reprezintă rata de desprindere a celulelor ı̂n ciclul m de diviziune şi, respec-
tiv, a celulelor diferenţiate. Funcţia η4 (a) reprezintă rata de desprindere a
celulelor apoptotice de stratul bazal.
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În aceste condiţii, fluxurile S1 (a) şi S2 (a) sunt date de formulele:

S1 (a) = η1 (a) νm (a) , (15)

S2 (a) = η2 (a) νD (a) , (16)

S4 (a) = η4 (a) νA (a) . (17)

Vom considera că fluxul celulelor corneocite ı̂n regiunea suprabazală este

zero, adică S3 (a) = 0.

2.5. Modelul transformat ı̂n stratul suprabazal

Introducem funcţiile de probabilitate de supravieţuire:

Mi (ai) = exp

µ
−
Z ai

0

βi (ξ) dξ

¶
, i = 1, 5, (18)

iar ı̂n locul variabilelor de stare ni (a, x) (densitatea celulelor i) intro-
ducem densităţile normalizate

pi (a, x) =
ni (a, x)

Mi (a)
, i = 1, 5. (19)

Viteza de deplasare a celulelor a fost determinată ı̂n paragraful 2.3. Deoarece
u depinde de pi, adoptăm pentru viteza celulelor notaţia

U (x, p) = u0 +
1

Φ∗

5X
i=1

Z x

0

Z a+i

0

ki (a, ξ)Mi (a) pi (a, ξ) dadξ, (20)

unde u0 > 0 este

u0 =
1

Φ∗

5X
i=1

Z a+i

0

vi (a)Si (a) , (21)

iar p = (p1, p2, p3, p4, p5) .
Dacă utilizăm acum (19) problema (1)-(6) devine:⎧⎪⎨⎪⎩
∂p1
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, p) p1) + (μ1 (a, x) + λ1 (σ)) p1 − λ5 (σ) p5

M5(a)
M1(a)

= 0,

p1 (0, x) = χ (x)
R a+1
0

βp (a) p1 (a, x)M1 (a) da,

p1 (a, 0) = eN1 (a) ,

(22)

⎧⎪⎨⎪⎩
∂p2
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, p) p2) + μ2 (a, x) p2 = 0,

p2 (0, x) = r (x)
R a+1
0

β1 (a) p1 (a, x)M1 (a) da,

p2 (a, 0) = eN2 (a) ,

(23)
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⎧⎪⎨⎪⎩
∂p3
∂a3
+ ∂

∂x
(U (x, p) p3) = 0,

p3 (0, x) =
R a+2
0

β2 (a) p2 (a, x)M2 (a) da,
p3 (a, 0) = 0,

(24)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂p4
∂a4
+ ∂

∂x
(U (x, p) p4) = 0,

p4 (0, x) =
P2

i=1

R a+i
0

μi (a) pi (a, x)Mi (a) da

+(2− r (x))
R a+1
0

β1 (a)M1 (a) p1 (a, x) da,
p4 (a, 0) = 0,

(25)

⎧⎨⎩
∂p5
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, p) p5) + (μ5 (a, x) + λ5 (σ)) p5 − λ1 (σ) p1 = 0,

p5 (0, x) = 0,
p5 (a, 0) = 0,

(26)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−d2σ

dx2
= d1 (σ)

R a+1
0

M1 (a) v1 (a) p1 (a, x) da

+d2 (σ)
R a+2
0

M2 (a) v2 (a) p2 (a, x) da

+d5 (σ)
R a+5
0

M5 (a) v5 (a) p5 (a, x) da+ f(x),

σ (0) = σ0,
dσ
dx
(L) + eασ (L) = σL.

(27)

În problema de mai sus a+i , L > 0 iar μi, βi,Mi, eNi, λi sunt funcţii cunos-
cute.

Ipoteze:

i) μi ∈ C2 ([0, a+]× [0, L]) ;μi ≥ 0;

ii) βi ∈ L1loc
¡
0, a+i

¢
;
R a+i
0

βi (a) da = +∞, βi ≥ 0, i = 1, 5,

β1 = β5 + δ (a) , |δ (a)| ≤ δ; δ ∈ L∞
¡
0, a+1

¢
.

iii) r ∈ C1 ([0, L]) , 0 ≤ r (x) ≤ 2, x ∈ [0, L] .
iv) eNi ∈ C2

¡£
0, a+i

¤¢
, eNi ≥ 0, ai ∈

£
0, a+i

¤
, unde

eNi (a) =
Ni (a)

Mi (a)
=

Si (a)

u0Mi (a)
, ai ∈

£
0, a+i

¤
, i = 1, 2, (28)

v) χ ∈ C [0, L] ;

vi) Mi (a) = exp
¡
−
R a
0
βi (ξ) dξ

¢
, i = 1, 5;
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vii) λ1, λ5 ∈ Lip (R) ∩ L∞ (R) ;
viii) vi ∈ C1

£
0, a+i

¤
, i = 1, 5;

ix) βp ∈ L1loc
¡
0, a+1

¢
,
R a+1
0

βp (a) da = +∞, βp ≥ 0,
¯̄
βp − β1

¯̄
< δp, δp > 0;

x) d1, d2, d5 ∈ Lip (R) ∩ L∞ (R)

3. Rezultate preliminare

În următoarele rezultate teoretice presupunem L fixat, iar determinarea
lui se va face numeric. Sistemul (22)-(27) se va rezolva prin teoreme de
punct fix. Se alege vectorul (p1, p2, p3, p4, p5) ı̂ntr-un anumit spaţiu de funcţii,
se fixează p1, p2, p3, p4, p5 ı̂n termenii neliniari din ecuaţiile (22)-(27) şi ı̂n
anumiţi termeni liniari. Prin această fixare fiecare din sistemele (22)-(26) are
următoarea formă generală:

⎧⎨⎩ ϕa + (g (x)ϕ)x + h (a, x)ϕ = f, (a, x) ∈ (0, a+)× (0, L) ,
ϕ (a, 0) = G (a) , a ∈ (0, a+) ,
ϕ (0, x) = F (x) , x ∈ (0, L) ,

(29)

Se fac următoarele ipoteze:

g ∈ H2 (0, L) , g > 0 pentru x ∈ (0, L) , (30)

G ∈ C2
£
0, a+

¤
, F ∈ H1 (0, L) , F (0) = G (0) , (31)

h ∈ C2
¡£
0, a+

¤
× [0, L]

¢
, f ∈ C1

¡£
0, a+

¤
;H1 [0, L]

¢
. (32)

Sistemul (29) este liniar, cu condiţii la limită locale şi cu frontieră liberă.

Definiţia 3.1. Se numeşte soluţie strictă a problemei (29) o funcţie

ϕ ∈ C1
¡£
0, a+

¤
;L2 (0, L)

¢
∩ C

¡£
0, a+

¤
;H1 (0, L)

¢
(33)

care satisface (29).

Fie

h+ = khkC1([0,a+]×[0,L]) (34)

' =
3

2
kgxk∞ + kgxxk

√
L+ h+ (L+ 1) +

1

2
. (35)

În cele ce urmează, vom nota norma unei funcţii u ∈ L2 (0, L) prin kuk .
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Rezultatul central al dezvoltărilor ce urmează este dat de Teorema 3.1 .
Teorema 3.1. Presupunem că sunt ı̂ndeplinite ipotezele (30), (31), (32).

Atunci problema (29) are o unică soluţie strictă care satisface inegalitatea

kϕkC([0,a+];H1(0,L)) ≤ e'a+{kFkH1(0,L) +
√
a+
p
g (0) kGkC[0,a+]

+
√
a+ kfkC([0,a+];H1(0,L))}. (36)

Dacă ı̂n plus

F (x) ≥ 0 pentru x ∈ [0, L] , G (a) ≥ 0 pentru a ∈
£
0, a+

¤
, f = 0, (37)

atunci soluţia problemei (29) are proprietatea

ϕ (a, x) ≥ 0, (∀) (a, x) ∈
£
0, a+

¤
× [0, L] . (38)

4. Rezultate de existenţă şi unicitate pentru modelul complet

Scopul acestui capitol este demonstrarea existenţei şi unicităţii soluţiei
problemei (22)-(27).

Vom considera spaţiile

Vi = C
¡£
0, a+i

¤
;H1 (0, L)

¢
şi Hi = C

¡£
0, a+i

¤
;L2 (0, L)

¢
(39)

kψkVi = max
a∈[0,a+i ]

kψ (a)kH1(0,L) , kψkHi
= max

a∈[0,a+i ]
kψ (a)kL2(0,L) .

Y =
5Y

i=1

C
¡£
0, a+i

¤
;L2 (0, L)

¢
, (40)

kzkY =
Ã

5X
i=1

kzik2Hi

! 1
2

, z = (z1, z2, z3, z4, z5) ∈ Y. (41)

Fie R > 0. Considerăm mulţimea

M =
n
z ∈ Y ; zi ∈ Vi, kzikVi ≤ R, zi (a, x) ≥ 0, zi (a, 0) = eNi (a) , i = 1, 5

o
,

(42)

R <
u0√
LCα

. (43)

Pentru a asigura pozitivitatea funcţiei U vom căuta soluţii ale problemelor
(22)-(26) cu proprietatea

kpikC([0.a+i ];H1(0,L)) <
u0√
LCα

, (44)
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Cα =
1

Φ∗

5X
i=1

°°°eki°°°
L1(0,a+i ;C1[0,L])

. (45)

Rezultatul central este dat de teorema următoare. Fie K şi L două con-
stante pozitive care depind de parametrii problemei. Această dependenţă
este descrisă de expresii foarte complicate care vor fi determinate ı̂n cursul
demonstraţiei Teoremei 4.1. Din acest motiv nu le indicăm ı̂n enunţ.

Teorema 4.1. Fie u0,.Cα şi R astfel ı̂ncât (43) are loc şi fie K astfel ı̂ncât

K <R. Atunci problema (22)-(26) are cel puţin o soluţie
p = (p1, p2, p3, p4, p5) astfel ı̂ncât

pi ∈ C1
¡£
0, a+i

¤
;L2 (0, L)

¢
∩ C

¡£
0, a+i

¤
;H1 (0, L)

¢
, i = 1, 5, (46)

kpikC([0,a+];H1(0,L)) < R, i = 1, 5, (47)

0 ≤ pi (a, x) ≤ CN +
u0
Cα

, (a, x) ∈
£
0, a+i

¤
× [0, L] , i = 1, 5. (48)

În plus, pentru L <1 , soluţia este unică.

Fixăm z ∈M şi definim

U (x, z) = u0 +
1

Φ∗

5X
i=1

Z x

0

Z a+i

0

eki (a, ξ) zi (a, ξ) dadξ. (49)

4.2. Demonstrarea existenţei şi unicităţii soluţiei sistemului

Remarcăm că soluţia sistemului ı̂n σ depinde de pi şi o notăm σp. Luăm
z = (z1, z2, z3, z4, z5) ∈ M. Se fixează acest z ı̂n (22)-(27) ı̂n toţi termenii
neliniari (respectiv ı̂n U (x, z) ), ı̂n membrul drept al ecuaţiei (22), ı̂n mem-
brul drept al condiţiei la limită ı̂n a = 0 din (22) şi ı̂n membrul drept al
ecuaţiei (27).

Obţinem astfel sistemul:
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⎧⎪⎨⎪⎩
∂p1
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, z) p1) + (μ1 (a, x) + λ1 (σ)) p1 − λ5 (σ) z5

M5(a)
M1(a)

= 0,

p1 (0, x) = χ (x)
R a+1
0

βp (a) z1 (a, x)M1 (a) da,

p1 (a, 0) = eN1 (a) ,

(50)

⎧⎪⎨⎪⎩
∂p2
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, z) p2) + μ2 (a, x) p2 = 0,

p2 (0, x) = r (x)
R a+1
0

β1 (a) p1 (a, x)M1 (a) da,

p2 (a, 0) = eN2 (a) ,

(51)

⎧⎨⎩
∂p3
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, z) p3) = 0,

p3 (0, x) =
R a+2
0

β2 (a) p2 (a, x)M2 (a) da,
p3 (a, 0) = 0,

(52)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂p4
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, z) p4) = 0,

p4 (0, x) =
2P

i=1

R a+i
0

μi (a) pi (a, x)Mi (a) da

+(2− r (x))
R a+1
0

β1 (a)M1 (a) p1 (a, x) da,
p4 (a, 0) = 0,

(53)

⎧⎨⎩
∂p5
∂a
+ ∂

∂x
(U (x, z) p5) + (μ5 (a, x) + λ5 (σ)) p5 − λ1 (σ) p1 = 0,

p5 (0, x) = 0,
p5 (a, 0) = 0,

(54)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−d2σ

dx2
= d1 (σ)

R a+1
0

M1 (a) v1 (a) z1 (a, x) da

+d2 (σ)
R a+2
0

M2 (a) v2 (a) z2 (a, x) da

+d5 (σ)
R a+5
0

M5 (a) v5 (a) z5 (a, x) da+ f(x),

σ (0) = σ0,
dσ
dx
(L) + eασ (L) = σL.

(55)

Fie σ soluţia problemei (55) şi p = (p1, p2, p3, p4, p5) soluţia problemei

(50)-(54)
Fie aplicaţia

ψ :M→M, ψ (z) = p, (56)

care asociază elementului z = (z1, z2, z3, z4, z5) ∈M elementul
p = (p1, p2, p3, p4, p5) . Arătăm că aplicaţia ψ este bine definită şi că satisface
condiţiile din teorema lui Schauder, deci are un punct fix. După aceea arătăm
că aplicaţia ψ este o contracţie, de unde va rezulta că soluţia sistemului (22)-
(26) este unică.
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Considerăm problema (55)
Propoziţia 4.1. Dacă

v1Ma+1 L1 + v2Ma+2 L2 + v5Ma+5 L5 <
2

L2
³
CN +

√
LR
´ , (57)

atunci problema (55) are o unică soluţie σ ∈ H2 (0, L) .
Propoziţia 4.2. Fie z, z ∈ M şi σ, σ soluţiile problemei (55) core-

spunzătoare lui z respectiv z. Dacă are loc (57) atunci există Cσ > 0 astfel
ı̂ncât:

kσ − σk ≤ Cσ kz − zkY (58)

Pentru calculele care urmează remarcăm că problemele (50)-(54) sunt de
tipul⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂pi
∂a
+ ∂

∂x
(g (x) pi) + hi (a, x) pi = fi (a, x) , (a, x) ∈

¡
0, a+i

¢
× (0, L)

pi (0, x) = Fi (x) , x ∈ (0, L)
pi (a, 0) = Gi (a) , a ∈

¡
0, a+i

¢
.

(59)

Propoziţia 4.3. Pentru K < R aplicaţia (56) este bine definită, adică
ψ (z) ∈M, (∀) z ∈M.
Propoziţia 4.4. Aplicaţia ψ : M→M dată de (56) este continuă ı̂n

raport cu norma indusă peM de norma din Y .

Propoziţia 4.5. ψ (M) este relativ compactă ı̂n Y.
Cu teorema lui Schauder rezultă că aplicaţia ψ are un punct fix.

5. Soluţia numerică a problemei

5.1. Schema numerică
Pentru obţinerea unei soluţii numerice a problemei (22)-(27) vom utiliza o

schemă cu diferenţe finite. Pentru construcţia schemei cu diferenţe urmărim
ideile prezentate ı̂n [28]. Vom scrie U (x) in loc de U (x, p). Obţinem un
sistem echivalent cu (22)-(27). Multiplicăm (22)-(27) cu U (x) şi introducem
funcţiile:

pi (a, x) = U (x) pi (a, x) , i = 1, 5. (60)
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ni (a, x) =Mi (a) pi (a, x) =Mi (a)
pi (a, x)

U (x)
, i = 1, 5. (61)

Sistemul (22)-(27) devine:

⎧⎨⎩
∂p1
∂a
+ U (x) ∂p1

∂x
+ (μ1 (a, x) + λ1 (σ)) p1 − λ5 (σ) p5

M5(a)
M1(a)

= 0,

p1 (0, x) = F1 (x) ,
p1 (a, 0) = G1 (a) ,

(62)

⎧⎨⎩
∂p2
∂a
+ U (x) ∂p2

∂x
+ μ2 (a, x) p2 = 0,

p2 (0, x) = F2 (x) ,
p2 (a, 0) = G2 (a) ,

(63)

⎧⎨⎩
∂p3
∂a
+ U (x) ∂p3

∂x
= 0,

p3 (0, x) = F3 (x) ,
p3 (a, 0) = G3 (a) ,

(64)

⎧⎨⎩
∂p4
∂a4
+ U (x) ∂p4

∂x
= 0,

p4 (0, x) = F4 (x) ,
p4 (a4, 0) = G4 (a4) ,

(65)

⎧⎨⎩
∂p5
∂a5
+ U (x) ∂p5

∂x
+ (μ5 (a5, x) + λ5 (σ)) p5 − λ1p1 = 0,

p5 (0, x) = F5 (x) ,
p5 (a5, 0) = G5 (a5) ,

(66)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−U (x) d2σ
dx2
= d1

R a+1
0

M1 (a) v1 (a) p1da

+d2
R a+2
0

M2 (a) v2 (a) p2da

+d5
R a+5
0

M5 (a) v5 (a) p5da+ U (x) f (x) ,
σ (0) = σ0,

dσ
dx
(L) + eασ (L) = σL,

(67)

Prin discretizare se obţin ecuaţiile

P i+1,j+1
1 =

λ5 (σ
j+1)

Mi
5

Mi
1
P i,j
5 h+ P i,j

1

1 + h
¡
μi,j1 + λ1 (σj+1)

¢ , i = 0, na+1 − 1, (68)

P i+1,j+1
2 =

P i,j
2

1 + μi,j2 h
, i = 0, na+2 − 1, (69)

P i+1,j+1
3 = P i,j

3 , i = 0, na+3 − 1, (70)
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P i+1,j+1
4 = P i,j

4 , i = 0, na+4 − 1, (71)

P i+1,j+1
5 =

hλ1 (σ
j+1)P i,j

1 + P i,j
5

1 + h
¡
μi,j5 + λ5 (σj+1)

¢ , i = 0, na+5 − 1. (72)

U j+1 =
h

Φ∗

⎡⎣na+1 −1X
i=0

vi1M
i
1P

i,j+1
1 +

n
a+2 −1X
i=0

vi2M
i
2P

i,j+1
2

+

n
a+3 −1X
i=0

vi3M
i
3P

i,j+1
3 +

n
a+4 −1X
i=0

vi4M
i
4P

i,j+1
4

+

n
a+5 −1X
i=0

vi5M
i
5P

i,j+1
5

⎤⎦ , (73)

Eroarea estimării numerice a mărimilor pi, i = 1, 5 este de acelaşi ordin
cu h.

5.2. Algoritm numeric
Pasul 0. Se dau datele: a+i , a

−
i , ..., na+i , h, σ0, σL, α, eα, funcţiile βi,Mi, vi,

μi, χ, r, toţi parametrii din stratul bazal.

Pasul 1. Se calculează valorile funcţiilor Gl (a) , Fl (x) , l = 1, ..., 5 pentru
j = 0 şi pentru i = 0.

Pasul 2. Se verifică condiţiile de compatibilitate.

Pasul 3. Se calculează U0 = u0.

Pasul 4. Se iniţializează j = 0, k0 = u0h şi L
0 = 0.

Pasul 5. Se calculează Lj+1 şi următoarele valori ı̂n această ordine: pi+1,j+11 ,
p0,j+11 , p0,j+12 , pi+1,j+12 , p0,j+13 , pi+1,j+13 , p0,j+14 , pi+1,j+14 , p0,j+15 , pi+1,j+15 , U j+1,
pentru i = 0, ..., na+l

− 1 (l = 1, ..., 5) şi j = 0, ..., Nx − 1.
Pasul 6. Se rezolvă cu o schemă cu diferenţe finite problema bilocală⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−U (x) d2σ
dx2
= d1

R a+1
0

M1 (a) v1 (a) p1da

+d2
R a+2
0

M2 (a) v2 (a) p2da

+d5
R a+5
0

M5 (a) v5 (a) p5da+ U (x) f (x) ,

σ (0) = σ0
dσ
dx
(Lj+1) + eασ (Lj+1) = σL

(74)
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şi se calculează σj+1 = σ (Lj+1) .

Pasul 7. Calcularea valorilor reale

ni,jl =M i
l

pi,jl
U j

, i = 0, na+1 , j = 0, Nx, l = 1, 5,

Pasul 8. Transformarea vectorilor de valori discrete in functii de a si x.

Pasul 9. Calculul integralelor ı̂n raport cu nl, ı̂n raport cu a şi calculul
funcţiei Φ.

Pasul 10. Calculul funcţiei Γ (x) şi a poziţiei suprafeţei libere Λ∗.

5.5. Rezultate numerice
Pe baza algoritmului numeric prezentat mai sus am elaborat un program

Matlab pentru obţinerea unei soluţii numerice a problemei de care ne-am ocu-
pat ı̂n teză. Am fixat anumite valori numerice pentru unii dintre parametrii
problemei pe alţii i-am lăsat să varieze ı̂ntre anumite limite pentru a pune
ı̂n evidenţă cât mai bine influenţa tratamentului medicamentos asupra epi-
dermei. Concluziile analizei numerice pe care am efectat-o asupra proble-
mei de care m-am ocupat ı̂n teză sunt prezentate ı̂n partea finală a tezei.
Figurile de mai jos reprezintă unul din cazurile studiate ı̂n teză şi conţin
variaţia concentraţiei tratamentului σ, variaţia funcţiilor λi care reprezintă
rata de transformare a celulelor de tipul i ı̂n urma tratamentului medica-
mentos, i ∈ {1, 5} , variaţia densităţii numărului de celule ı̂n funcţie de x
(măsurată ı̂n celule/μm3) care este definită prin formula

Z a+i

0

ni (a, x) da, i = 1, 5,

şi variaţia funcţiei de coeziune Γ.
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Figura 3a. Variaţia funcţiei σ, λ1,max = 1 (cazul 2)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

1, 
5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
Variatia functiilor 1 si 5

1

5

Figura 3b. Variaţia funcţiilor λ1, λ5 (cazul 2)
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Figura 3c. Densitatea numărului de celule, λ1,max = 1 (cazul 2)

x ( m)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10-3

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
Variatia functiei 

*
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