ACADEMIA ROMANA
INSTITUTUL DE MATEMATICA »SIMION STOILOW?”

TEZA DE DOCTORAT
REZUMAT

METODE VARIATIONALE PENTRU PROBLEME DE
REACTIE-DIFUZIE SI APLICATII

CONDUCATOR STIINTIFIC:
C.S. 1 dr. GABRIELA MARINOSCHI

DOCTORANQ:
IOANA-LUCIA BOACA

BUCURESTI
2016



Teza are ca obiect studiul unui sistem de ecuatii neliniare hiperbolice care
modeleaza evolutia sistemului de celule ale unei epiderme normale gi influenta
unor tratamente medicamentoase administrate in diverse scopuri. Sistemul
hiperbolic este cuplat astfel cu o problema bilocala care descrie interactiunea
intre epiderma si tratament.

Structura tezei este urmatoarea: in primul capitol prezentam pe scurt
modelul cu structura spatiala si de varsta al unei epiderme normale propus
in [27], model ce descrie structura unei epiderme normale formata din patru
tipuri de celule. In capitolul doi pornim de la acest model pe care 1l adaptam
pentru studiul evolutiei unei epiderme supusa unui tratament medicamentos
in scopul reglarii proceselor de diviziune si diferentiere ale celulelor. Obtinem
astfel modelul matematic pentru stratul suprabazal, care constituie problema
principala de care ne vom ocupa. Pentru a determina intrarile in sistemul ce
formeaza modelul stratului suprabazal, prezentam in acest capitol modelul
in stratul bazal si obtinem solutia acestuia. Capitolul mai contine calculul
vitezei de deplasare a celulelor in stratul suprabazal si conditia de deter-
minare a suprafetei libere.

In capitolul trei demonstram existenta solutiei stricte a unei probleme
generice intermediara care apare in demonstrarea existentei solutiei sistemu-
lui de ecuatii din capitolul patru. Utilizam aici teoria semigrupurilor de ope-
ratori liniari (Hille-Yosida).

In capitolul patru prezentam proprietatile functiei U care modeleaza viteza
celulelor i demonstram existenta si unicitatea solutiei problemei de care ne
ocupam. Utilizam aici o procedura de punct fix care se bazeaza in esenta pe
teorema de punct fix a lui Schauder.

In ultimul capitol al lucrdrii propunem o solutie numeric a problemei.
Schema numerica propusa are la baza o schema cu diferente care are utilizeaza
aproximarea caracteristicilor problemelor la limita nonlocale care compun

modelul matematic. Partea finala a capitolului contine expresiile parametrilor
modelului, estimarea erorii, rezultatele numerice si interpretarea acestora.
Modelele de populatii structurate in functie de varsta, marime si structura
spatiala gi-au gasit multe aplicatii in biologie. Astfel in [27], [28], [29], sunt
prezentate si analizate modele ce descriu structura si evolutia celulelor care
compun epiderma. Epiderma este formata din mai multe straturi de celule
epiteliale care suferd un continuu proces de reinnoire. In [27] se propune un
model stationar pentru evolutia unei epiderme normale, neperturbate, model
avand structura spatiala si de varsta. In pielea normala, proliferarea celulelor
are loc aproape exclusiv in stratul bazal, unde celulele stem genereaza celule
proliferante care dupa cateva cicluri de proliferare inceteaza sa se mai divida,
producéand astfel celule neproliferante diferentiate. Modelul propus in [27]



pentru domeniile (O,a;r) x (0,L),i = 1,4 cuprinde patru tipuri de celule
(proliferante -1, diferentiate -2, corneocite -3 si apoptotice -4 ).

In cele ce urmeazi ne referim la modelul cu structura spatiala si de varsta
a celulelor pentru evolutia epidermei suprabazale prezentat in [27]. Vom
considera o geometrie unidimensionala astfel incat coordonata carteziana x
este perpendiculara pe suprafata plana a epidermei. Variabila x variaza de la
x = 0 (stratul suprabazal) pana la © = L (sfarsitul stratului corneocitelor).

In epiderma normala proliferarea celulelor are loc in stratul bazal unde
celulele stem genereaza celule proliferante. Dupa patru-cinci runde de proli-
ferare, aceste celule Inceteaza sa se mai divida, producand astfel celule nepro-
liferante diferentiate. Celulele diferentiate sunt impinse in stratul suprabazal
si se transforma in celule corneocite printr-un proces de keratinizare. Modelul
cuprinde patru tipuri de celule: celule proliferante, celule diferentiate, celule
corneocite si celule apoptotice. Celulele apoptotice sunt celulele moarte care
provin din fenomenul de mitoza patologica si din moartea celulelor prolife-
rante gi diferentiate datorata unor cauze externe. Aceste tipuri de celule sunt
indexate in raport cu ¢ = 1,...,4. Notam cu n; (a,z) densitatea in raport cu
varsta a € [0, aﬂ a numarului de celule 7 in unitatea de volum, la pozitia z.
Vom presupune ca toate celulele se deplaseaza catre suprafata epidermei cu
aceeagsi viteza pozitiva u ().

Noutatea modelului propus in teza este aceea ca modelul este mai complex
prin aceea ca se ia in considerare o actiune medicamentoasa asupra sistemu-
lui de celule, cu scopul de a actiona asupra proliferarii celulelor proliferante
in ele insele in stratul suprabazal. Prin acest tratament celulele ny(a,z) nu
mai prolifereaza pentru o perioada de viata, ramanand inactive si formand
populatia notata cu ns (a, ). Daca tratamentul inceteaza sau nu este sufi-
cient, celulele ns (a, z) pot incepe sa prolifereze la o anumita varsta, intorcan-
du-se iarasi in populatia nq(a,x). O alta situatie constd in accelerarea pro-
liferarii celulelor proliferante daca aceasta situatie este dorita. Notam cu o
concentratia medicamentului si cu Ay, A5 ratele de transfer corespunzatoare
transformarii celulelor de tipurile 1 si respectiv 5, in urma tratamentului.



2. Modelul matematic
2.1. Modelul matematic pentru stratul suprabazal

In conditiile prezentate mai sus, modelul care descrie structura epidermei
in domeniile (0,a;") x (0,L), ¢ = 1,5 este urmitorul:

% + & (uny) + B (a) ny + iy (a,2) ny + Ay (0) ng — As (0) ns = 0,
ny (0,2) =y (2) [ Bp (a)n1 (a,7) da, (1)
w(0) 11 (a,0) = S (a),
G2 + £ (uny) + B, (a )”2+M2(a>1‘)nz =0,
ny (0,2) =7 ( fo B, (a)ny (a, z) da, (2)
w(0) 12 (a,0) = S, (a),
Gt o <un3>+53< )y =0,

ns (0, ) fo B4 (a) ny (a, ) da, (3)
u (0) ns (a, 0) =0,

( 3—3;‘ + £ (uny) + B4 (as) ng = 0,
2 4
ny (0,2) = > fo v, (a, ) n; (a, ) da;, n
i=1

+(2—1r(2)) foa1+ B (a)ny (a, ) da,
u (0)ny (a,0) =0,

\

o5 + 2 (uns) + ps (a,2) ns + As (0) ns — Ay (o) ny + B5 (a) ns = 0,

ns (0,2) =0, (5)
ns (a,0) = 0,
( d:c2 =di (o fo ny ( (a) da
—|—d2 fO TLQ )da (6)
+ds (o fo ns (a) vs (a) da + f(x),
\ 0<0)200a§m( )—l—aa( )




Ecuatia (6) descrie actiunea tratamentului. Presupunem ca medicamen-
tul este introdus printr-o relatie de tip flux sau printr-o conditie de tip Dirich-
let.

In problema (1)-(6) s-au folosit urmitoarele notatii:

B, reprezinta rata de proliferare (fertilitate) a celulelor de tipul 1 care se
transforma tot in celule de tipul 1;

[, reprezinta rata de transfer a celulelor proliferante in celule diferentiate;

B, reprezinta rata de tranzitie a celulelor diferentiate in celule corneocite;

B4 reprezinta rata de degradare a celulelor corneocite;

B, reprezinta rata de degradare a celulelor apoptotice in deseuri lichide;

Bs reprezinta rata de degradare a celulelor ng;

o reprezinta concentratia tratamentului;

d; reprezinta rata de absorbtie a medicamentului de catre celulele de tip
i, 1€ {1,2,5};

\; reprezinta rata de transformare a celulelor de tipul ¢ in urma trata-
mentului medicamentos, i € {1,5}.

Functia r reprezinta numarul mediu de celule viabile care rezulta din
procesul de diviziune a celulelor proliferante. In conditii normale r = 2.
In conditii patologice, r € [0,2). Functia x reprezints numésrul de celule
proliferante care se obtin printr-o diviziune a celulelor proliferante in ele
insele. Daca r = 2 atunci y = 0 si daca r = 0 atunci y = 1 sau xy = 2.

Functiile p1, 15 reprezinta ratele de mortalitate a celulelor proliferante si
respectiv diferentiate, datorate unor cauze externe. Functiile S; (a),Ss (a)
reprezinta fluxul de celule proliferante si respectiv diferentiate din stratul
bazal, generat de celulele stem. Presupunem ca in stratul bazal nu avem
intrari de celule de tip 3 si 4 deci luam S; (a) = Sy (a) = 0.

Vom considera ca ratele 3;, 3, depind de varsta celulelor si explodeaza la

a=aj,i=1,5 astfel incat

at
/ B, (a) da = +oo,i = 1,5, (7)

0
af
/ B, (a) da = +oo. (8)
0

Astfel, varsta celulelor n; este limitatd de o valoare finita a; i = 1,5 si

)
densitatea celulelor n; se anuleaza la a = a;. Consideram a] = a.

2.4. Modelul in stratul bazal

In cele ce urmeazi vom completa modelul (1)-(6) cu un model ce descrie
activitatea celulelor in stratul bazal. Scopul acestui model este acela de a
obtine expresiile analitice ale functiilor 57, S, S3, S4,S5.
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Aceste functii reprezinta intrarile in sistemul (1)-(6) si modeleaza acti-
vitatea de producere a celulelor in stratul bazal.

Functiile S; (a), 53 (a) reprezinta fluxul celulelor proliferante respectiv
diferentiate din stratul bazal si reprezinta intrarile in sistem. Consideram ca
nu avem flux de celule corneocite din stratul bazal, deci S; (a) = 0.

Facand abstractie de structura spatiala a stratului bazal gi urmarind
ideile din [38] putem descrie populatia de celule prin densitatile de varsta ale
numarului de celule pe unitatea de suprafata. Fie m numarul de cicluri de di-
viziune ale celulelor proliferante, v; (a) densitatea de varsta a celulelor in tim-
pul rundei i de diviziune, vp (a) densitatea de varsta a celulelor diferentiate
si v (a) densitatea de varsta a celulelor apoptotice. Putem scrie urmatorul
sistem de ecuatii:

{ o _ (ﬁly Ea()o)+ s (a)) 1 (a), (9)

(-0
V2 (0) =70 [ B (a)vi(a)da,

{ % = — (81 (a) + g, (a,1)) Vi1 (a),

V1 (0) = 1o [ B, () V2 () da,

G = (61< )+ (@) +u10 0)) v
{ vm (0) =70 fo By (a) V1 (a) da, (12)
ov
3_;):_(772< )+,U20(CL))I/D(Q)7
{ vp (0) =70 (t) [ By (a) v (a) da, (13)

% = (4 (0) £ (@)va (o),
va(0) = 271 0 (Nlo (a) + (2 —r0) 5y (a)) vi (a) da (14)
+ fo f13, (@) vp (a) da.

In formulele de mai sus, s caracterizeazd fluxul de celule proliferante care
sunt generate de celulele stem, (3, (a) reprezinta viteza de transfer a celulelor
proliferante, j;, /15, Teprezinta actiunea distructiva a agentilor externi, 7,7,
reprezinta rata de desprindere a celulelor in ciclul m de diviziune si, respec-
tiv, a celulelor diferentiate. Functia 7, (a) reprezinta rata de desprindere a
celulelor apoptotice de stratul bazal.



In aceste conditii, fluxurile S; (a) si Sy (a) sunt date de formulele:

S1(a) = m (@) vm (a) (15)
Sz (a) = ny (a) vp (a), (16)
Sa(a) =y (a)vala). (17)

Vom considera ca fluxul celulelor corneocite in regiunea suprabazala este
zero, adica S3 (a) = 0.
2.5. Modelul transformat in stratul suprabazal

Introducem functiile de probabilitate de supravietuire:

M (a;) = exp (— | s dg) i=T5 (18)

iar in locul variabilelor de stare n; (a,z) (densitatea celulelor i) intro-
ducem densitatile normalizate

n; (CL, I)
M; (a)
Viteza de deplasare a celulelor a fost determinata in paragraful 2.3. Deoarece
u depinde de p;, adoptam pentru viteza celulelor notatia

Di (aax) = 7i = 17 5. (19)

U(xp—ug—l——Z// (a) p: (a,€) dads,  (20)

unde ug > 0 este

wp = % Z/O vi (a) Si (), (21)

iar p= (p17p27p37p47p5) .
Daca utilizam acum (19) problema (1)-(6) devine:

% + a% (U (z,p)p1) + (119 (Glﬁ) + A (0)p1— A5 (0 )%%‘;’EZ; 0,
p(0,2) = x (z) ;" B, (alpl (a,z) M (a)da, (22)
b1 (CL,O) =N (CL) ’
Tt+s <U (#,9) ) +u2 (a,2) pp = 0,

P2 (0,2) =1 (z) i B, (a) pr (a,x) My (a) da, (23)
p2 (a O) NQ( >’
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— 2 B, (a) pa (0, ) My (a) da, (24)

{ 353 + Bz (U (z,p)p3) =0,
ps (a,0) =0,

Gp1 + (U (l',p) p4) = 07

pa(0,2) =>"7 fo Mz pi (a,x) M; (a) da (25)

+(©2—r( fo 51 (a) My (a) p1 (a,z) da,

D4 (a 0) =0,

%o (U (x,p)ps) + (45 (a,@) + s (0)) ps = M (0) pr = 0,

ps (0,7) =0, (26)
Ps (a, 0) = 0,
dl& =d, (o) fotf M, (a) vy (@) p1 (a,x) da

+dy (o foaz M (a) v (a) pa (a, ) da (27)

-mdwﬁng> s (a)ps (a,7) da + f(z),
o (0) = 00,9 (L) +ao (L) = oy

In problema de mai sus a;, L > 0 iar y;, 3;, M;, Ni, A; sunt functii cunos-
cute.

Ipoteze:
i) p; € C*([0,a*] x [0, L]) ; p; > 0;

11)6€Lloc( )f() i da——l—ooﬁ>02:1 )
/%Zﬁy*“),M(NS&5GL”®ﬂJ-

111)7“601([, L),0<r(z)<2,2€[0,L].
NEC’Q([ ]),NizO,aie[O,aﬂ,unde

~ o~ Ni(a)  Si(a)

N; (a)_Mi(a) —UOMi(a),aZG 0,af],i=1,2, (28)
) x € C[0,L];
vi) M; (a) = exp (— [y B; (€) d€) ,i =1,5;



vii) Ar, As € Lip (R) N L (R);
viii) v; € C* 0,4/ ] ,i =1,5;
a+
ix) 8, € Li,, (0,af), [i* B, (a) da = +o0, 8, > 0, |ﬁp — 61} < 8,,0, > 0;

X) dl, dg, d5 S LZp (R) N L*>® (R)

3. Rezultate preliminare

In urmétoarele rezultate teoretice presupunem L fixat, iar determinarea
lui se va face numeric. Sistemul (22)-(27) se va rezolva prin teoreme de
punct fix. Se alege vectorul (p1, p2, p3, P, ps) Intr-un anumit spatiu de functii,
se fixeaza p1, pa, P3, P4, P5 10 termenii neliniari din ecuatiile (22)-(27) si in
anumiti termeni liniari. Prin aceasta fixare fiecare din sistemele (22)-(26) are
urmatoarea forma generala:

0o+ (g (@) ), +h(a,z)p=f, (a,z)€ (0,a*)x(0,L),
¢(a,0)=G(a), a€(0,a"), (29)
¢ (0,2)=F(x), x€(0,L),

Se fac urmatoarele ipoteze:

g€ H*(0,L), g >0 pentruz € (0,L), (30)
GeC?[0,a"], FeH (0,L), F(0)=G(0), (31)
heC?([0,a"] x[0,L]), feC" ([0,a];H"[0,L]). (32)

Sistemul (29) este liniar, cu conditii la limita locale gi cu frontiera libera.
Definitia 3.1. Se numeste solutie stricta a problemei (29) o functie
¢ e C ([0,a™];L%(0,L)) NC ([0,a™]; H" (0,L)) (33)
care satisface (29).
Fie
hi = 1l 0.0+ j0.0) (34)
@ = 2 lgell + lgwell VE+ R (L41) 45 (3)

In cele ce urmeazi, vom nota norma unei functii v € L2 (0, L) prin ||ul|.
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Rezultatul central al dezvoltarilor ce urmeaza este dat de Teorema 3.1 .
Teorema 3.1. Presupunem ca sunt indeplinite ipotezele (30), (31), (32).
Atunci problema (29) are o unica solutie stricta care satisface inegalitatea

wa+
||80”0([0,a+};H1(0,L)) <e {”FHHl(O,L) + Vaty/g(0) HGHC[O,aﬂ

+Vat | flleqoarym oo - (36)

Daca in plus
F(x) >0 pentru z € [0,L], G(a) >0 pentrua € [0,a™], f=0, (37)
atunci solutia problemei (29) are proprietatea

¢(a,x) >0, (V) (a,z) € [0,a*] x[0,L]. (38)

4. Rezultate de existenta si unicitate pentru modelul complet

Scopul acestui capitol este demonstrarea existentei si unicitatii solutiei
problemei (22)-(27).

Vom considera spatiile

V;=C([0,af];H"(0,L)) si H;=C ([0,a]];L*(0,L)) (39)

[y, = it 19 @,y > 19l = s 14 (@)l 20,1
5
v =][c¢([0.af];2%(0,1)), (40)
i=1

1
5 2
121y = (Z HZiH?{i) %= (21,22,23,21,%) €Y. (41)
i=1

Fie R > 0. Consideram multimea

I
\.}—‘
ot

M={zeVizeVilaly, < Rz(a,2) 20,2 (a,0) = Ni(a) i

R <

(
VLC, (

Pentru a asigura pozitivitatea functiei U vom cauta solutii ale problemelor
(22)-(26) cu proprietatea

Uog

Illcqoattanon) < 7ze. “
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) 45
L'(0,af;C0,L]) (45)

1 X~
- &3

Rezultatul central este dat de teorema urmatoare. Fie K gi £ doua con-
stante porzitive care depind de parametrii problemei. Aceasta dependenta
este descrisa de expresii foarte complicate care vor fi determinate in cursul
demonstratiei Teoremei 4.1. Din acest motiv nu le indicam in enunt.

Teorema 4.1. Fie ug,.C, si R astfel incat (43) are loc si fie K astfel incat

KC <R. Atunci problema (22)-(26) are cel putin o solutie
p = (p1, P2, P3, P4, D5) astfel incat

pi € C* ([0,a]] ;L% (0, L)) NC ([0,a]; H' (0,L)) ,i =T1,5,  (46)

||piHC([0,a+];H1(O,L)) <R,i=15, (47)

0 < p; (a, ) §0N+%, (a,2) € [0,a]] x [0,L],i =T1,5.  (48)

In plus, pentru £ <1 , solutia este unici.

Fixam z € M si definim

5 el
i=1

4.2. Demonstrarea existentei si unicitatii solutiei sistemului

Remarcam ca solutia sistemului in o depinde de p; si o notam ¢”. Luam
z = (21, 22, 23, 24, 25) € M. Se fixeaza acest z in (22)-(27) in toti termenii
neliniari (respectiv in U (z, ) ), iIn membrul drept al ecuatiei (22), in mem-
brul drept al conditiei la limita in @ = 0 din (22) gi iIn membrul drept al
ecuatiei (27).

Obtinem astfel sistemul:
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WL B (U (,2) pr) + (1 (a 2)+ A1 (0)) 1 — A () 25228 — ),
p1(0,2) = x () f3* B, (a ) 2 (a,x) M, (a) da, (50)
D1 (a 0) N (a),

%Z;z + o (U(x Z)p2) +u2 (a,x)ps
p2(0,2) = 7 (2) [y By (a)pu (a,) M ( )da, (51)
P2 (a,0) = (a),
) =

%’Z’ + g U (l’ 2)ps
= % B, (@) p2(a fv)M () da, (52)
D3 (CL 0) 0,

% + {;% (U($,2)p4) - O>

x):iéfoaj,ui a) p; (a,x) M; (a) da

(53)

+2=r(@) [y ' 8, (a) M (a) py (a, ) da,

L Pa (CL 0) 0

% + a% (U (7, 2)ps) + (ps (a,m) + X5 (o)) ps — A1 () p1 = 0,

D5 (07 I) =V, (54)
y o (CL, 0) = 0,
de =di (o f0a+ M (a) vy (a) 21 (a,x) da

+d2 ) Jo? Mz (a)vs (a) 22 (a,x) da (55)

5 (0) J§F Ms (a) vs (a) 2 (a,2) da + f(),
0 (0) =00, (L) + o (L)

Fie o solutia problemei (55) §i p = (p1, P2, P3, P4, P5) solutia problemei

(50)-(54)
Fie aplicatia

v M— M, Y (z)=Dp, (56)

care asociaza elementului z = (21, 29, 23, 24, 25) € M elementul

p = (p1,D2, P3, P4, D5) - Aratam ca aplicatia 1) este bine definita si ca satisface
conditiile din teorema lui Schauder, deci are un punct fix. Dupa aceea aratam
ca aplicatia v este o contractie, de unde va rezulta ca solutia sistemului (22)-
(26) este unica.
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Consideram problema (55)
Propozitia 4.1. Daca

2

L? <CN + \/ZR) ’ (&7)

leaILLl + UQM&;LQ + U5Ma;_L5 <

atunci problema (55) are o unica solutie o € H? (0, L).

Propozitia 4.2. Fie 2,Z € M si 0,7 solutiile problemei (55) core-
spunzatoare lui z respectiv Z. Daca are loc (57) atunci exista C, > 0 astfel
incat:

lo =7l < Cs [l ==y (58)

Pentru calculele care urmeaza remarcam ca problemele (50)-(54) sunt de
tipul

%i 4 D (g(2)p:) + hi (a,2) pi = fi (a,2), (a,2) € (0,a]) x (0, L)
pi (0,z) = F; (x),z € (0, L) (59)
pi(a,0) = G;(a),a € (0,a]).

Propozitia 4.3. Pentru K < R aplicatia (56) este bine definita, adica
v(z) e M, (V) z € M.

Propozitia 4.4. Aplicatia ¢ : M — M data de (56) este continua in
raport cu norma indusa pe M de norma din Y.

Propozitia 4.5. 1) (M) este relativ compacta in Y.
Cu teorema lui Schauder rezulta ca aplicatia 1) are un punct fix.

5. Solutia numerica a problemei

5.1. Schema numerica

Pentru obtinerea unei solutii numerice a problemei (22)-(27) vom utiliza o
schema cu diferente finite. Pentru constructia schemei cu diferente urmarim
ideile prezentate in [28]. Vom scrie U (z) in loc de U (z,p). Obtinem un
sistem echivalent cu (22)-(27). Multiplicam (22)-(27) cu U () si introducem
functiile:

pi(a,x) =U (x)p; (a,z),i=1,5. (60)

12



ni(a,z) = M; (a) pi (a,z) = M; (a)

Sistemul (22)-(27) devine:

P4 (0,2) = Fy (z),
Da (CL4, 0) =Gy (a4) )

{ T+ U () 22+ (15 (a5,7) + A

{ %—I—U(w)%:(),

(
ﬁ5 (va) = F5 (l‘),
D5 (a5,0) = G5 (as),

d2 at —
U () £ = dy [37 M ()01 (@) Prd
++al2 o2 M; (a) vz (a) Pyda
+ds [o° Ms (a) vs (a) psda + U (z) f (z),

o (0) = oy,

L Z—‘;(L)—I—&U (L) =0y,

Prin discretizare se obtin ecuatiile

As (071 37 P37 h o+ P

Pt = — ——— i =0,n, — 1,
L+ h (py? + A (07H1)) !
o pPhi
P27/+1,J+1 — 2 — ,7/ _ 07 na+ 17
1+ ps’h ?
Pt — pi i =00 — 1,

(63)

(64)

(65)

(66)

(68)

(69)

(70)



Pi’+1,j+1 _ Pi’j,’i — W’ (71)

L N A i v AP —
prittt - A (o . ) 1t 2 i =0,n,4 — 1. (72)
1+h (/,65’] + )\5 (O-j+1)) 5

h naikfl nagfl
. . i . i
U = — | Y i M{PPT > b MRy
(I)*
i=0 =0
na;,rfl naifl
it i+l i A pigtl
+E vg M3 Py + E vy My P,
i=0 =0
na;’71
it phi+l
+ E vs Mz P , (73)
=0

Eroarea estimarii numerice a marimilor p;,7 = 1,5 este de acelasi ordin
cu h.

5.2. Algoritm numeric
Pasul 0. Se dau datele: a;,a; ,...,n+, h, 00,0, , &, functiile 3;, M, v;,
;s X, T, toti parametrii din stratul bazal.

Pasul 1. Se calculeaza valorile functiilor Gy (a), Fj(x),l = 1,...,5 pentru
J =0 sl pentru ¢ = 0.

Pasul 2. Se verifica conditiile de compatibilitate.
Pasul 3. Se calculeaza U° = .
Pasul 4. Se initializeaza j = 0, k° = ugh si L° = 0.
pitii+

Pasul 5. Se calculeaza L' si urméitoarele valori in aceasta ordine: p ,
—0,j+1 =0 41 —itlj+1 —0j+1 —i+1j+1 —0j+1 —itlj+1 —0j+1 —i+lj+1 " prj+1
pl ) p2 ) p2 ) p3 ) p3 ) p4 ) p4 ) p5 ) p5 ) UJ )
pentru i = 0, oy Mgt — 1(l=1,..,5)17=0,.... N, — 1.

Pasul 6. Se rezolva cu o schema cu diferente finite problema bilocala
(

d’c GT —
—U () &% = dy [;* M (a)v; (a) Prda
a+ -
+dy [, M (a)vs (a) P2da

tds [ Ms (a) vs (a) Prda + U () f (x), (74)
o (0) =09

do (LIt + ao (L) = oy,

14



si se calculeaza 07! = o (L7T1).

Pasul 7. Calcularea valorilor reale

.. ._1:7‘]' 1 -
n?] = M;%ﬂ; _ O?HaIL?j = OaNﬂml =159,

Pasul 8. Transformarea vectorilor de valori discrete in functii de a si .

Pasul 9. Calculul integralelor in raport cu n;, in raport cu a si calculul
functiei ®.

Pasul 10. Calculul functiei I' (x) si a pozitiei suprafetei libere A*.

5.5. Rezultate numerice

Pe baza algoritmului numeric prezentat mai sus am elaborat un program
Matlab pentru obtinerea unei solutii numerice a problemei de care ne-am ocu-
pat in teza. Am fixat anumite valori numerice pentru unii dintre parametrii
problemei pe altii i-am lasat sa varieze intre anumite limite pentru a pune
in evidenta cat mai bine influenta tratamentului medicamentos asupra epi-
dermei. Concluziile analizei numerice pe care am efectat-o asupra proble-
mei de care m-am ocupat in teza sunt prezentate in partea finala a tezei.
Figurile de mai jos reprezinta unul din cazurile studiate in teza si contin
variatia concentratiei tratamentului o, variatia functiilor )\; care reprezinta
rata de transformare a celulelor de tipul ¢ In urma tratamentului medica-
mentos, ¢ € {1,5}, variatia densitatii numarului de celule in functie de x
(masurata in celule/um?) care este definitd prin formula

*

/1 ni (a,x)da,i =1,5,
0

si variatia functiei de coeziune T'.
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Variatia functiei o

1 T T T T T T T T T

09 r

08

0.7r

0.6

® 05

04r

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

X (pm)

Figura 3a. Variatia functiei o, A\ max = 1 (cazul 2)

Variatia functiilor )\1 Si /\5

100

5 T T T T T T T T

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045

Figura 3b. Variatia functiilor \;, A5 (cazul 2)
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%1073 Densitatea numarului de celule

o

——nl
—2
n3
n4
n5

ol
T
1

IN
T
1

N

=

. L
o T

% S = o = Sl Pt &
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X (pm)

Figura 3c. Densitatea numarului de celule, Aj max = 1 (cazul 2)

densitatea numarului de celule (celule/ um3)
w

o

. %103 Variatia functiei T’

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

X (k)

Figura 3d. Variatia functiei I, A\, pax = 1 (cazul 2)
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